8. FUNGSI
TRANSENDEN




"
)

STTTELKOM

8.1 Invers Fungsi

Misalkan f: D, — R, dengan
X =y =f(x)

Definisi 8.1 Fungsi y = A x) disebut satu-satu jika {u) = {v) maka u = v
atau jika u = v maka f(u)= f(v)

A

V=X

v

v

v

A

v

fungsi y=-x satu-satu  fungsi y = x* tidak satu-satu

fungsi y=x satu-satu
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Secara geometri grafik fungsi satu-satu dan garis yang sejajar dengan
sumbu x berpotongan di satu titik. STTTELKOM

Teorema : Jika fungsi f satu-satu maka f mempunyai invers

notasif—1
f‘1 :Rf — Df
yx=1"(»)
R R Berlaku hubungan
ot f Rf () =x
X = FF )=y
x= /() P
D.,=R, R_.=D

f o /
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Teorema : jika f monoton murni(selalu naik/selalu turun) maka

f mempunyai invers SRR
0, 0
f00=x 0= re=2e=l
f'(x)=-1<0,VxER ’
f'(x)=1>0,VxER f naik untuk x>0
f selalu naik f selalu turun turun untuk x <0
f(x)=x Fk o f(x)=x’
< » < » \'/ >
£ ada £ ada ' tidak ada

MA1114 KALKULUS | 4



=
Contoh : Diketahui f (x) = —

X+ 2
a. Periksa apakah f mempunyai invers
b. Jika ada, tentukan inversnya

STTTELKOM

Jawab

3. f,(x)=1.(x+2)—l.(x—1) =L

(x+2)° (x +2)°

Karena f selalu naik(monoton murni) maka f mempunyai invers

>0,VxE Df

b. Misal ,_ *X~1
d X+2
—2v-1
w+2y=x-1 & xy-x=-2y-1l=x-= yl
y_
_ -2y -1 _ - 2x-1
[T =" = =
y-1 x-1
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Suatu fungsi yang tidak mempunyai invers pada daerah asalnya

dapat dibuat mempunyai invers dengan cara membatasi daerah
asalnya.

A

f(x) =

A
v

Untuk ;'<>O 7 ada

A

Untuk xER ' tidak ada f(x)=x"

<
«

v

Untuk x<0 - ada
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Grafik fungsi invers j

STTTELKOM

Titik (x,y) terletak Titik (y,x) terletak
A pada grafik f = pada grafik £

Titik (x,y) dan (y,x) simetri terhadap garis y=x

Grafik f dan /' semetri terhadap garis y=x

A

v
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Turunan fungsi invers

STTTELKOM

Teorema Misalkan fungsi f monoton murni dan mempunyai turunan

pada selang L. Jika f'(x)=0,x&/ maka ¢-' dapat diturunkan di y=f(x)
dan

1
SO =—
J'(x)
Bentuk diatas dapat juga dituliskan sebagai
de 1
dy dy/dx
Contoh Diketahui f(x) = x> +2x+1 tentukan (/) (4)
Jawab :
f'(x)=5x* +2 ,y=4jika hanya jika x=1
| 1
-1 '
=) (f )A)=—=2
S 7
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Soal Latihan

Tentukan fungsi invers ( bila ada ) dari
1
1. f(x)=x+; , x>0
2. f(x)=32x—1

3. f(x)=4x+2

4. f(x)= 25 , x=0
x“+1
x+1

> fx)y=""
2x-3

0 S()- xx+2
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8.2 Fungsi Logaritma Asli STTTELKOM

m Fungsi Logaritma asli ( In ) didefinisikan sebagai :

o |
lnx=f;dt,x>0

m Dengan Teorema Dasar Kalkulus Il, diperoleh :

lnx ( dz‘) l
X

m Secara umum, jika u = u(x) maka

u(x)
D |Inu|=D. f%dt =i%
1
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Contoh : Diberikan  f(x) = In(sin(4x + 2)) (’ )
| 1 . J
maka f (x) = sin(4x + 2) Dx(51n(4x + 2)) = 4cot(4x + 2) STTTELKOM
Jka y=In|x|,x=0 |
{ Inx, x>0 _____» y=Inx =y'=—
= X
In(- 0 _
) n( x),x<1 — o In(ey) ey.=_1=l
Jadi, L (In|x])=— ,x=0. T
dx X

o : 1
Dari sini diperoleh : f—dX =In|x|+C
X

Sifat-sifat Ln :
1.In1=0
2.In(@ab)=Ina+Inb
3. In(a/b)=In(a) — In(b)
4. Ina" =rlna
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Contoh: Hitung f dx
X + 2 STTTELKOM

jawab
Misal 2 = x> +2 — du = 3xdx

2 2
x° du 1 .1 1
dx = =—(—du=—Inlul+c
fx +2 fu3x2 3fu 3 ]

=§ln|x3+2|+c

sehingga
X’ 1 . 4 1 1
[ —dv=—In|x 2210 =2(n66-1n2) = ~In33.
)X+ 2 3 0 3 3
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Grafik fungsi logaritma asli

f(x)=Inx

(2

STTTELKOM

Diketahui
"t
a.f(x)=1nx=f—,x>0
4 4

b. /'(x) = §> 0VxeD,

f selalu monoton naik pada Df

C. f'(x)= —Lz<OVxEDf

X
Grafik selalu cekung kebawah

d.f(1) =0
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8.3 FungSi EkSpOnen ASIi STTTELKOM

1 : : :
Karena Dx[lnx]= — >0 untuk x > 0, maka fungsi logaritma asli

monoton murni, séchingga mempunyai invers. Invers dari fungsi
logaritma asli disebut fungsi eksponen asli, notasi exp. Jadi
berlaku hubungan

y=exp(x) < x=Iny
Dari sini didapat : y = exp(In y) dan x =In(exp(x))

Definisi 8.2 Bilangan e adalah bilangan Real positif yang
bersifat In e = 1.

Dari sifat (iv) fungsi logaritma diperoleh

e’ =exp(lne’) =exprine=expr e exp(x)=¢"
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D)
Turunan dan integral fungsi eksponen asli J

STTTELKOM

Dengan menggunakan turunan fungsi invers
Dari hubungan

y=e < x=lny

!
d 1
Y _ =y=ex<:@=l
dx dx/dy dy y

Jadi, D_(e")=¢"

Secara umum D (") = e" '
Sehingga
f e“dx=e" +C
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Grafik fungsi eksponen asli

. ) ) ) . . STTTELKOM
Karena fungsi ekponen asli merupakan invers dari fungsi logaritma asli

maka grafik fungsi eksponen asli diperoleh dengan cara mencerminkan
grafik fungsi logaritma asli terhadap garis y=x

A

y=exp (x)

.
v
4
4
.
.
.
v
4 —
4 —
4
4
v
’
4
’
.
’
’
’
.
4
’
’
4
4
’

Contoh
D_(e*")=e"™".D_(3xInx) =¢&*"3Inx+3).
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Contoh Hitung

3/x
e
f —dx

X
Jawab :
Misalkan u = i —du = _—dee dex = —ldu

X X X 3

Sehingga

3/x

1 1

3

2
X

MA1114 KALKULUS |
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Penggunaan fungsi logaritma dan eksponen asli

STTTELKOM

Menghitung turunan fungsi berpangkat fungsi

Diketahui 7(x) = (g(x))"?, f'(x) =2

In(f(x)) = A(x)In(g(x))
D, (In(f(x))) = D, (h(x)In(g(x)))

') LICI
0 h'(x) In(g(x)) + L (x)
h(x)

J'() = 1(x) In(g(x)+——g"'(x)| f(x)

g(x)
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Contoh

Tentukan turunan fungsi 7(x) = (sin x)*

STTTELKOM

Jawab

Ubah bentuk fungsi pangkat fungsi menjadi perkalian fungsi dengan
menggunakan fungsi logaritma asli

In f(x) = In(sinx)** = 4xIn(sin(x))
Turunkan kedua ruas

D, (In f(x)) = D, (4xIn(sin(x)))
/') 4x

= 41In(sin(x)) + ——cosx = 4In(sin(x)) + 4x cot x
f(x) sin x

£1(x) = (41n(sin(x)) + 4x cot x)(sin x)
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B. Selesaikan integral tak tentu berikut

1.

e

3.

+J

5.

f2x+1

J

J

4

dx

In? 3x

3
X

x2+1

dx

tan(ln X) I

2

d
c(nxf

dx + 2

6. f2 dx

X" +x+5

v f@+3)x+&:

8. fe_x secz(Z - e_x)dx
9. [(cosx) S gy

10. f82 In x dx

MA1114 KALKULUS |
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fx2 2x

3x

f(l B 2e3x)2 ax
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C. Selesaikan integral tentu berikut
4 In2
3

; STTTELKOM
d —-J3X
1. {I—Zx X 6. {e dx
4 ] 2k
2. Rl ™ 7. LA ®
In3 ex . 5
3 _1{13e"+4 ’ 8. fxe4 dx
In5 0
4. i ex(3—4ex)dx ;
0 ‘. dx
[x(lnx)z

1
5. f@2x+3dx
0
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D. Hitung limit berikut :

1 . STTTELKOM
i limx!-* 5. lim(1+x? Jins
x—1 e
(1+sin2).
. . . 1
2. £123 l+sin2x . lim(lnx)E
2 x? x
3. lim lcos—] 1
x| X ;. lim(3" +57)
1
4. }me(ezx ‘1)1‘” x4\
g, lm ( )
y—>00 \ X + 2
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8.5 Fungsi Eksponen Umum

Fungsi f(x) = a’, a > 0 disebut fungsi eksponen umum

Untuk a >0 dan x €R, definisikan  a” = ¢* [ @

Turunan dan integral
D.(a*)=D_(e")=e"""Ina=a" Ina
Jika u = u(x), maka
D (a")=D_(e")=e" Inau'=a" u'lna
Dari sini diperoleh :

a’dx = La" +C
Ina

MA1114 KALKULUS |
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1. a‘a’ =a*"’
X
4/ _
2. —=a"
ay

Sifat—sifat fungsi eksponen umum

Untuk @ > 0, b > 0, x, y bilangan riil berlaku

MA1114 KALKULUS |
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Contoh
1. Hitung turunan pertama dari

f(x) _ 32x+1 + 2sin2x
Jawab :
F'(x)=2.3""1n3+2.2""* cos2xIn?2

2. Hitung
f 4% xdx
Jawab :

Misal u =x" — du =2xdx — dx=-Ldu

du 1 4" 4~

4xz.d = = =
:> f e f4 2 21n4+C 21n4+C

MA1114 KALKULUS |
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Grafik fungsi eksponen umum

Di keta h u i STTTELKOM
‘ a. f(x)=a",a>0
f(x)=a",a>1 Df = (=00,) |
X |
7 b. f'(x)=a"lna = @' Ina<0,0<a<
« > a’lna>0, a>1

v f monoton naik jikaa > 1
monoton turun jlkka0 <a <1

R C. f"(x)=a"(Ina)’ >0 Vx€ED,
f(x)+a*0<a<l Grafik f selalu cekung keatas

d. f(0)=1

A
v
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8.6 Fungsi Logaritma Umum STTTELKOM

Karena fungsi eksponen umum monoton murni maka ada Inversnya. Invers
dari fungsi eksponen umum disebut fungsi Logaritma Umum
( logaritma dengan bilangan pokok a ), notasi “1ng , sehingga berlaku :

y="‘logx & x=a’

Dari hubungan ini, didapat

In x 4 In x
lnx=lnay=ylna - Y=— = 10g_x=—
Ina Ina
. u Inx 1
Sehingga D, (“logx)=D (—)=
Ina xIlna
Inu u'

Jika u=u(x), maka D _(“logu)=D_(—) =
Ina ulna
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Contoh Tentukan turunan pertama dari '
STTTELKOM
1. f(x)="log(x* +1)
x+1
2. f(x)="log(—)
x-1
Jawab :
2 2 1
L f=log? +1) =2 FDmy )=
In3 x“+1 In3

s x+10 In(EY | 11 x+1
2. f(x)= log(x_l)— 4 = f(X)—1n4(§_j)DX(;)
o x=-Tx-1-(x+1)
CIndx+1l  (x-1)7
1 -2

T Ind (x+1)(x-1)

MA1114 KALKULUS | 28



A

Grafik fungsi logaritma umum

STTTELKOM

Grafik fungsi logaritma umum diperoleh dengan mencerminkan grafik
fungsi eksponen umum terhadap garis y=x

Untuk a > 1 Untuk0 <ax<1

A
v

S (x)="logx
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Soal Latihan

A. Tentukan ' dari
4
1. y= 32x —4x
2. y="log(x* +9)

3. x’log(xy)+y=2
B. Hitung

1. flOsx_ldx

2
2. [x 2 dx

MA1114 KALKULUS |
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8.7 Fungsi Invers Trigonometri

STTTELKOM

Fungsi trigonometri adalah fungsi yang periodik sehingga tidak satu-satu,
jika daerah asalnya dibatasi, fungsi trigonometri bisa dibuat menjadi satu-
satu sehingga mempunyai invers.

v

A
2

a. Invers fungsi sinus

Diketahui f(x) = sinx ,=F = x <%

Karena pada Z<xsZ f(x)=sinx
monoton murni maka inversnya ada.
Invers dari fungsi sinus disebut arcus
sinus, notasi arcsin(x),atau sin™' (x)

Sehingga berlaku

. -1 .
y=sm x< x=smy
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Turunan

Dari hubungan y=sin™' x< x=siny -l=sx=1,Z=<y=<?

dan rumus turunan fungsi invers diperoleh

dy 1 1 1 1
dc dc/dy cosy Al-sin’y 1-x?

1

xl<l

atau D (sin”' x) =

2

I-x
Jika u=u(x) D (sin™ u) = _u
1—u®
Dari rumus turunan diperoleh
f dx =sin” x+C
1-x?
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b.

Invers fungsi cosinus

STTTELKOM
Fungsi f(x) = cosx ,0<x<s Monoton murni(selalu monoton turun),

sehingga mempunyai invers

Definisi : Invers fungsi cosx disebut
arcuscosx, notasi arc cosx atau cos™ (x)

f(x)=cosx
\ Berlaku hubungan

A

T -1
i Y=C0S X < X=COSy

v Turunan

Dari y=cos_1x < X =COSYy ,_15_)(51,05)/5.7{ diperoleh

A _ =
dc deldy siny  l-cos’y V=¥

MA1114 KALKULUS | 33
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-1

l-x

Jika u= u(x) D (cos™u)=

atau  p (cos™ x) =

2

l-u

Dari rumus turunan diatas diperoleh

J

dx

1-x*

=—-cos'x+C

Contoh
i 1 2x
D (sin'(x?)) = D (x*) =
o (")) 1-(x%)? 1-x*
2
Dx(cos‘l(tanx))= \/1—(t: . D, (tanx) = \/l—si:njx

MA1114 KALKULUS |
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Contoh Hitung Gunakan rumus
1 1 d . _1( ) C STTTELKOM
u=Ssm (u)+
f\/iz dx f l_uZ
4-x
Jawab :

1 1 1 1
f / 2 dx =f 2 & = dx
4ox \/4(1—%) sz/a-(’zc)2

Misal u=g — du =Ldx — dx = 2du

du=sin"u+C = Sin_1(§) +C

g L2
e s
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c. Invers fungsi tangen

STTTELKOM

Fungsi f(x) = tanx, T<x=<% Monoton murni (selalu naik)

sehingga mempunyai invers.

Definisi Invers dari tan x disebut fungsi arcus tanx,
notasi arc tanx atau tan ' (x)

Berlaku hubungan

y=tan’1x < x =tany

NX

v

Turunan

Dari y=tan'1x < x=tany ,% <y< %
dan turunan fungsi invers diperoleh
dy 1 1 1 1

dx =dx/a’y =seczy _1+tan2y 1+ x°
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1 dx
o === )

-1
—=tan x+ C
1 + X STTTELKOM

atau D _(tan™' x) = 1

'

u

Jika u=u(x) D (tan™'u)=——
I1+u

d. Invers fungsi cotangen

Fungsi f(x)= cot X ,0<x < selalu monoton turun(monoton murni)
sehingga mempunyai invers

A

Definisi Invers dari fungsi cot x disebut

f(x)=cotx Arcus cotx, notasi arc cotx atau cot™ x
: Berlaku hubungan
) jr y=cot”' x & x=coty
' Turunan
dy 1 1 -1 -1

dc  dc/dy  coscty  lecot’y 1+x°
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-1
D_(cot™ x) =
atau D.( ) | D> f

dx _
~ = —cot 'x+C
X

1+
Jika u=u(x) D (cotu)= _u'z
l+u
Contoh
D, (tan™'(x* +1) = L Dx(x’+D) = &
x 1+ (x* +1)° L+ (" +1)°
D, (cot_l(SiIl X) = __1 ~Dx(sinx) _ _~05X
1 + (sinx) 1+sin” x

Contoh Hitung

dx
a- f4+x2
dx
b. fx2+2x+4

MA1114 KALKULUS |
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Jawab

a- f4+1x2dx f 4f

4(1 + —) 1+( )

u=z —du =1dx —dx =2du
2

X = —
4+ x° 4f1+u2

Gunakan rumus

f ! —du =tan™ (u) + C
l+u

MA1114 KALKULUS |
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dx

1

1

b. = dx = d STTTELKOM
fx2+2x+4 f(x+1)2+3 g 3(1_|_(x+1)2) *
3f (x+1)
J3
Misal u=%%du—%dx — dx = /3du
dx J3 1

Gunakan rumus
|

f1+u2

du =tan™ (u) + C

/=

du=—tan"'u+C

V3

LIS R e
N
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e. Invers fungsi secan

STTTELKOM

Diberikan f(x) = sec X O0<xs<m,x=72

f'(x)=secxtanx >00=x=m,x=Z

g

f(x) = sec x monoton murni

§

Ada inversnya

Definisi Invers dari fungsi sec x disebut arcus secx, notasi arc secx
atau sec_l X

Sehingga

-1
y=Sec” x < x=secy
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STTTELKOM

Turunan
Dari y = sec”'x < x= secy sec” x = COS_I(%)
1 T
COsy=— == y=cos’ (&)
Sehingga
D, (sec™ x) = D, (cos™ (1) - X
\/1 ( > X x* -1
Jikau=u(x) D, (secu)=
(X) ) r -

dx =sec” | x| +c

1
:> fx\/x2 -1

MA1114 KALKULUS |
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e. Invers fungsi cosecan

STTTELKOM

Diberikan f(x) = csc x ,Z<x<sZ x=0

f'(x)=-cscxcotx<0,Z=<x=<Z,x=0

g

f(x) = sec x monoton murni

§

Ada inversnya

Definisi Invers dari fungsi csc x disebut arcus csc x, notasi arc cscx
atau CSC_I X

Sehingga

-1
y=CSC X < X=CSCy
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Turunan

Dari y= (;S(;_1 X &< X = CSC_)/ CSC_I X = Sin_l(%) STTTELKOM
R I
smy=; ==> y=sIn (%)

Sehingga

D_(csc™ x) =D (sin”'(*

) ~ 1 -1
\/1—(%2 x _x2 x* -1 _|x| x* -1

Jikau = u(x) D.(sec”u)=—=
) : lu|Vu® -1

1
—> dx =—-csc™ | x| +c
fx\/x2 -1
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Contoh

. . STTTELKOM
A. Hitung turunan pertama dari

a. f(x)=sec”(x?)
b. f(x)=sec” (tanx)

Jawab
1 2X 2
3 f(x) = Dx(x’) = -
X7 [(x?)? -1 xSl xlxt -1
2
b. f'(x) = 1 Dx(tanx) = >t X

|tanx|\/(tanx)2—1 |tanx|\/tan2x—1
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B. Hitung
J—
xVx® -4
Jawab
1 1 1 1
dx = dx =— dx
fx\/x2 -4 f x’ 2f x\’
040, =D x (5) _1

Misal u=§ edu=%dx — dx = 2du

fx\/xlz - 2f2u u 2du i 2fu\/u7—

1 1
= —sec” |u|+C = —sec™ | 2| +C
2 2 2

MA1114 KALKULUS |
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Soal Latihan 62

. ] STTTELKOM
A. Tentukan turunan pertama fungsi berikut, sederhanakan jika mungkin

1. y=(sin"' x)

2. y=tan"'(e")

3. y=tan"' x Inx
4. f(t) = o™

5. y=x"cot” (3x)

6. y=tan " (x—v1+x")
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B. Hitung
o x STTTELROM
L o 6 5. [
2x
2| 4x\/% 6. J \/18_7 @
5 c_ix5xz ) x[4+0(bl;x>2]

1/2 1

sin~ X

N e

dx
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8.8 Fungsi Hiperbolik

Definisi
a. Fungsi kosinus hiperbolik :

b. Fungsi sinus hiperbolik :
c. Fungsi tangen hiperbolik :
d. Fungsi cotangen hiperbolik :

e. Fungsi secan hiperbolik :

f. Fungsi cosecan hiperbolik :

f(x)=coshx=e te

f(x) = sinhx = < ‘26

f(x)=tanhx=smhx=e —e_
coshx e +e™

coshx e +e™*

f(x)=cothx = —

smhx e —-¢e"
1 2
f(x)=sechx = =
coshx e ' —-e™*
1 2
x)=cschx = =
S () sinhx e +e™”

MA1114 KALKULUS | 49



Persamaan identitas pada fungsi hiperbolik

STTTELKOM

1. coshx +sinhx =¢e” ,
| }3. cosh® x —sinh® x =1
2. coshx—-sinhx=¢e""

4. 1-—tanh” x =sech’x

5. coth’ x—1=csch’x

Turunan

_ =sjnhx:>fsinhxdx=coshx+C

Dx(coshx)=Dx(e e ) i

Dx(sinhx)=Dx(e —° )=e +2€ = coshx == [coshuxdx =sinhx+C
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inh 2 ol 2
Dx(tanhx)=Dx(S X) _ cosh” x 2smh X _ 12 _ sechix
cosh x cosh” x cosh” x

D, (cothx) = Dx(COth) _ sinh® x—cosh® x _ —(cosh” x —sinh” x)

Sinh x sinh” x sinh” x
-1
=———=-csch’x
sinh” x

1 )_—sinhx

D_(sechx) =D
a ) X(coshx cosh? x

= —sec hx tanh x

1 —cosh x

)

= = —csc hx coth x
sinh x sinh” x

D _(cschx) =D _(
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Grafik f(x) = coshx

A

\ 4

(2

STTTELKOM

Diketahui

X —-X

e +e
2

(i) f(x)=coshx= ,XER

(i) r1-=

et —e" f'(x)<0, x<0
2 _{f'(x)>0,x>0

f monoton naik pada x > 0
monoton turun pada x < 0

—-X

e’ +e

(iii)) f"(x)= >0,VxER

Grafik f selalu cekung keatas

(iv) f0)=1
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Grafik f(x) = sinhx

)

STTTELKOM

Diketahui
(i) f(x)=smhx-= € _28 ,XER
(i) /(=20

f selalu monoton naik

A

v

(iiiy /(0= -

e —e” >O,X>O
2

<0,x<0

Grafik f cekung keatas pada x>0
cekung kebawah pada x<0

(iv) f0)=0
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Contoh
Tentukan y'dari

1. y=tanh(x* +1)

2. x*sinhx+y° =8
Jawab
1. y'=sech’(x’ +1)Dx(x” +1) =2xsech’(x” +1)
2. Dx(x’sinhx+y*) = Dx(8)
2xsinh x + x* coshx +2yy'=0

2xsinhx + x* cosh x
2y

y=_
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Soal Latihan

A. Tentukan turunan pertama dari

1.
2.

f(x) =tanh 4x
g(x) =sinh” x

1 —cosh x

x =
g(x) 1+ coshx

h(t) = cothV1+¢°
2(t) = In(sinh?¢))

£(x) = xcoshx”
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B. Hitung integral berikut

STTTELKOM

L [Sinh(1+4x)dx

2. fsinhx cosh” x dx

3. ftanhxdx
2
4 fsechx "
2 + tanh x
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